
1 

 

第11讲 刚体对轴的角动量守恒定律  习题课 

教学要求 

掌握刚体对轴的角动量守恒定律。 

重点与难点 

重点：角动量守恒定律。 

难点：角动量守恒定律。 

3.4.3 刚体对轴的角动量守恒定律   

由式(3-28)可以看出,当物体所受的合外力矩为零,即 0M  ,则有 

                            zL J 恒量                         (3-29) 

式(3-29)表明：如果物体所受的外力对给定轴的合力矩等于零,或者不受外力矩的作用,物体

的角动量保持不变，这个结论叫做刚体定轴转动的角动量守恒定律。 

说明 1 物体绕定轴转动，如果转动惯量不变，则角动量守恒，即角速度为常数，物体

做匀速转动；如果转动惯量可以改变，则物体的角速度也随之改变，但两者之积保持不变，

即 0 0J J  或 0 0J

J


＝ ，转动惯量增大，转动角速度减小；反之，转动惯量减小，转动

角速度增大。 

2 当转动系统是由多个物体组成,则该系统的角动量守恒定律为 

i i

i

J  恒量  

3 运动物体与定轴转动物体碰撞时，由于相互作用时间极短，有限的外力矩的冲量矩

可以忽略，运动物体与定轴转动物体组成的系统的角动量守恒；但是，由于固定转轴可能受

到很大约束力，其冲量不能忽略，所以动量一般不守恒。 

4 应用角动量定理和角动量守恒定律解题思路：选定研究对象，进行受力分析，计算

各个力的力矩，分析是否满足守恒条件；确定研究对象初态和末态角速度的方向，即角动量

的方向；规定力矩、角动量的正方向，根据定理或定律列方程。列方程时注意方程中角速度

必须对同一参考系、转动惯量是对同一转轴。 

在前面各章，我们介绍了描述平动和转动的基本物理量、基本运动规律，现列表如下，

以供参考。 

表 3-2 质点的运动规律与刚体的定轴转动规律对比 
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质点的运动（刚体的平动） 刚体的定轴转动 

速度
d

d

r

t
   角速度

d

dt


   

加速度

2

2

d d

d d

r
a

t t


   角加速度

2

2

d d

d dt t

 
    

力 F

、质量m 、加速度 a


， 

运动定律  F ma  

力矩 M 、转动惯量 J 、角加速度 ， 

转动定律 JM   

动量 p m  冲量
0

d
t

t
I F t       

动量定理 pI


  

角动量 JL   冲量矩
0

d
t

t
M t       

角动量定理
0

d
t

t
M t L   

动量守恒定律 0,i i i

i i

F m  ＝常量 角动量守恒定律 0,i i i

i i

M J  ＝常量 

平动动能
21

2
kE m  

力的功  d
b

a
W F r   

动能定理
2 2

0

1 1

2 2
W m m    

转动动能
2

2

1
JEk   

力矩的功
0

dW M



   

动能定理
2

0

2

2

1

2

1
 JJW   

重力势能 mghE p   重力势能 Cp mghE   

机械能守恒定律 

只有保守内力做功，
k pE E ＝常量 

机械能守恒定律 

只有保守内力做功， k pE E ＝常量 

 

例 3-15  如图 3-25，质量为 m，长为 l 的均匀细棒，可绕过其一端的水平轴 O 转动.现将棒拉到水平

位置(OA′)后放手，棒下摆到竖直位置(OA)时，与静止放置在水平面 A 处的质量为 M 的物块作完全弹性碰

撞，物体在水平面上向右滑行了一段距离 s 后停止.设物体与水平面间的摩擦系数 μ 处处相同，求证 

                                   

                                                      图 3-25  例 3-15 图 

2

2

6m

(m 3M) s

l
 


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解 此题可分解为三个简单过程： 

(1)棒由水平位置下摆至竖直位置但尚未与物块相碰.此过程机械能守恒.以棒、地球为一系统，以棒的

重心在竖直位置时为重力势能零点，则有 

              

①  

    (2)棒与物块作完全弹性碰撞，此过程角动量守恒(并非动量守恒)和机械能守恒，设碰撞后棒的角速度

为 ω′，物块速度为 v，则有 

                   

 

 

          

    (3)碰撞后物块在水平面滑行，其满足动能定理 

             

 

联立以上四式，即可证得： 

 

 

例 3-16  工程上，两飞轮常用摩擦啮合器使它们以相同

的转速一起转动，如图 3-26 所示，A 和B 两飞轮的轴杆在同

一中心线上，A 轮的转动惯量为
2

A 10 kg mJ   ，B 轮的

转动惯量为
2

B 2 0  k g mJ   ，开始时 A 轮的转速为

600 r / min ， B 轮静止。C 为摩擦啮合器。假设转轴光滑，求两轮摩擦啮合中，两轮的机械能有何变

化？ 

解 以飞轮A 、 B 和啮合器C 为系统，在啮合过程中，系统受到的轴向正压力对转轴的力矩为零，

啮合器C 的摩擦力为系统内力，内力矩之和为零。系统没有受到其它外力矩，所以系统角动量守恒。设两

轮啮合后共同的角速度为，有 

 )( BABBAA JJJJ   

解得 

2 2 21 1

2 2 6

l
mg J ml  

2 2 '1 1

3 3
ml ml lMv   ②

2 2 2 2 ' 21 1 1 1 1

2 3 2 3 2
ml ml Mv     ③

21
0

2
mgs Mv   ④

2

2

6m

(m 3M) s

l
 



图 3-26 例 3-16 图 
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A A B B

A B

20
π 20.9 (rad/s)

3

J J

J J

 



  


 

在啮合过程中，摩擦力矩作功，机械能不守恒，损失的机械能转化为内能.损失的机械能为 

 

 

问题 3-10  在文艺体育活动中，有很多应用角动量守恒定律的实例如（1）跳水运动员完美地完成空

翻动作并很好地压水；（2）花样滑冰运动员或芭蕾舞蹈演员想加速旋转时，先把两臂和一条腿伸开，并绕

通过足尖的垂直轴转以 0 旋转，然后再收拢腿和臂等。说明他们做法中蕴含的物理原理。 

                         习题课 

第 3 章  刚体力学基础 

课程内容 

3.1 刚体 刚体定轴转动的描述  

3.2 力矩 刚体定轴转动的转动定律 

3.3 刚体定轴转动的动能定理 

3.4 刚体定轴转动的角动量定理和角动量守恒律 

教学要求 

了解刚体、定轴转动的定义，角速度矢量的定义。 

理解力矩定义、转动惯量定义，理解刚体的转动动能，理解刚体的角动量。 

掌握刚体定轴转动定律及应用。掌握动能定理及计算。掌握角动量定理和角动量守恒律。 

重点与难点 

重点：刚体定轴转动的转动定律。 

难点：刚体定轴转动的角动量及计算 

3.1  刚体   刚体定轴转动的描述 

3.1.1  刚体的引入 

研究刚体力学时，通常把刚体分成许多部分，每一部分都小到可看作质点，叫作刚体的

质元。由于刚体不变形，各质元间的距离不变。各质元间的距离保持不变的质点系叫作不变

质点系。把刚体看作不变质点系并运用已知的质点系的运动规律去研究，这是刚体力学的基

本方法。 

3.1.2  刚体的基本运动 

  刚体最基本的运动形式：平动、转动。 

  1 刚体的平动 

 2 2 41 1
1.32 10

2 2
A A A BE J J J J      
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  刚体平动 质点运动 

2 刚体的转动 

如果刚体运动时，若刚体中各质元都绕同一直线做圆周运动，称为刚体的转动。转动又

分定轴转动和非定轴转动 。若转轴的方向或位置随时间变化，这样的运动称为刚体的非定

轴转动，该转轴称为转动瞬轴；若转轴固定不动，即既不改变方向又不发生平移，这样的转

动称为刚体的定轴转动。本章主要介绍刚体定轴转动的一些基本规律。  

3.1.3  刚体定轴转动的描述 

1 角位移、角速度和角加速度 

转动平面上任一质元对原点的位矢 r 与极轴的夹角称为角位置 ，刚体在一段时间内转

过的角度（即末时刻与初始时刻的角位置之差） 2 1     称为角位移。 

在时刻 t 到 t t 时间内的角位移  与 t 之比称为刚体的平均角速度，用表示： 

                   

当 0t  时，平均角速度的极限称为瞬时角速度，简称角速度，用表示： 

                      （3－1） 

 角速度的单位是弧度每秒（ /rad s）。 

在Δt时间内，角速度的改变量Δω与Δt之比称为该段时间内刚体的平均角加速度，

用 表示：
t








，当 0t  时，平均角加速度的极限称为瞬时角加速度，简称角加速度，

用 表示： 

0
lim

t

d

t dt

 


 


 


              （3－2） 

角加速度的单位是弧度每二次方秒（
2/rad s ）。 

由以上讨论可知，刚体的定轴转动与质点的直线运动相似，只要在描写质点直线运动各

物理量（位移、速度、加速度）前加一个“角”字，就成了描述刚体定轴转动的各相应物理

量（角位移、角速度、角加速度），两者的运动学关系也完全相似： 

       定轴转动           直线运动 

t








0

d
lim

dt t t

 


 


 


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d

dt


  ，           

dx
v

dt
 ； 

       
d

dt


  ，           

dv
a

dt
 ； 

       
0

0

t

dt     ，       
0

0

t

v v adt   ； 

       
0

0

t

dt     ，       
0

0

t

x x vdt   。 

2 角量与线量的关系 

若刚体上某质元 i到转轴的距离为 ri.则该质元的线速度为 

切向加速度和法向加速度分别为 

3.２  力矩  刚体定轴转动的转动定律 

3.2.1 力矩 

力矩可分为力对点的力矩和力对轴的力矩。因此，我们先讨论力对点的力矩。 

力对 O 点的力矩 

( )OM F r F             （3-3） 

（2） 设力F

与位矢 r


间的夹角为 θ，则力矩 ( )OM F 的大小为 

( ) sinOM F rF                         （3-4） 

即等于由 r

和 F


构成平行四边形的面积[如图 3-3 (a)]。在式（3-3）中， sind r  是 O

点到力的作用线的垂直距离[如图 3-3 (a)]，称为力对 O 点的力臂。因此，力矩的大小可以表

示为力的大小与力臂的积。 

2 对于质点系，内力是以作用力和反作用力的形式成对出现的，任一对内力大小相等，

方向相反, 而它们的作用点对 O 点的位矢相等，所以一对内力矩的大小相等、方向相反，它

们的矢量和为零。由此可知,质点系的所有内力对任一参考点的力矩的矢量和为零。 

3 力矩在直角坐标系中的计算 

设力F 与其作用点相对于参考点 O 的位矢 r 在直角坐标系中可表示为 

r xi yj zk   ，    x y zF F i F j F k    

根据式(3-3)有 

vi ir

i ia r  2

in ia r
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( ) ( ) ( ) ( )O z y x z y x

x y z

i j k

M F r F x y z yF zF i zF xF j xF yF k

F F F

            （3-5） 

因此，力矩 ( )OM F 在 x 、 y 和 z 轴上的投影分别为 

[ ( )]

[ ( )]

[ ( )]

O x z y

O y x z

O z y x

M F yF zF

M F zF xF

M F xF yF

 

 

 

                              （3-6） 

注意   由上述计算可知，力矩的大小和方向都与参考点 O 的选择有关。因此，在计算

力矩时，必须说明参考点。 

力矩的单位为牛·米（ N m ）。 

力对固定转轴的力矩 

sinzM rF F d            （3-7） 

式中 是 'F 与 r 的夹角，力臂 sinrd  是 z 轴到 'F 作用线的垂直距离。为简化起见，在

涉及定轴转动问题时，除非特别说明，都认为力F 在某一转动平面内。 

说明 如果刚体同时受几个力的作用，则刚体定轴转动的合力矩等于各分力矩的代数和，

即 

z iz

i

M M                （3-8） 

izM 的正负按右手螺旋法则确定：当它使刚体转动的转向与右手螺旋的转向一致时，螺

旋前进的方向如果沿转轴Oz，则为正；反之为负。 

3.2.2 刚体定轴转动的转动定律 

转动惯量，用 J 表示，即 

                                 
2

i i

i

J m r                   （3-9） 

则得 

M J                     （3-10） 

式（3-10）表明：刚体定轴转动时，它的角加速度 与所受合外力矩M 成正比，与转动惯

量 J 成反比。 

此即刚体定轴转动定律。 
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刚体定轴转动定律和牛顿第二定律相比较，形式相似，地位相当。 

1. 牛顿第二定律 amF


 ，式中F

为质点受到的外力；m 为质量，为质点平动惯性

的量度；a

为力F


所产生的平动效果，改变物体的运动状态，且与F


的方向相同。 

2. 刚体定轴转动定律 M J ，式中M 为刚体受到的外力矩； J 为刚体定轴转动的

转动惯量，为刚体转动惯性的量度； 为力矩M 所产生的转动效果，改变刚体的转动状态，

且与M 的方向相同。 

3.2.3 转动惯量的计算 

1 若刚体是由离散分布的质点组成，则转动惯量 J 按式（3-9）计算； 

2 若刚体质量是连续分布的，则转动惯量 J 按下式计算； 

                         
2d

m
J r m                          （3-11） 

式（3-11）中 r 为质元dm到转轴的垂直距离，而质元dm的表示方法有三种情况： 

（1）刚体是一维线分布的，定义质量线密度
d

d

m

x
  ，则d dm x ； 

（2）刚体是二维面分布的，定义质量面密度
d

d

m

S
  ，则d dm S ； 

（3）刚体是三维体分布的，定义质量体密度
d

d

m

V
  ，则d dm V 。 

3 转动惯量具有可加性，当一个刚体由几部分组成时，可以分别计算各个部分对转轴的

转动惯量，然后把结果相加就可以得到整个刚体的转动惯量即 

     1 2 3 nJ J J J J            

应用下列两个定理，常可简化转动惯量的计算 。                                    

平行轴定理  若质量m 的刚体对通过质心的轴的转动惯量为 CJ ，若将轴沿任何方向平

行移动距离d （图 3-9），则绕该轴的转动惯量为 

2mdJJ c                   （3-12） 

正交轴定理  对于质量分布在 Oxy 平面上的薄板刚体，绕 z 轴的转动惯量 zJ 等于绕 x

轴的转动惯量 xJ 与绕 y 轴的转动惯量 yJ 的和（图 3-10），即 

yxz JJJ                  （3-13） 
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表３-1 常见规则刚体的转动惯量 

圆环 

转轴过中心且 

与环面垂直 

2J mr  

（ r 为半径） 

 

圆环 转轴沿环直径 

2

2

mr
J   

（ r 为半径）  

实心圆盘 

转轴过中心且 

和盘面垂直 

2

2

mr
J   

（ 为半径）  

实心圆柱体 转轴沿几何轴 

2

2

mr
J   

（ r 为半径）  

实心圆柱体 

过中心且 

和几何轴垂直 

2 2

4 12

mr ml
J    

（ r 为半径， l 为柱长）  

空心圆柱体 

转轴 

沿几何轴 

2 2

1 2

1
( )

2
J m r r   

（ 1r 为内半径， 2r 为外半径） 

 

实心圆球 转轴沿直径 

22

5
J mr  

（ r 为半径） 

 

r
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球壳 转轴沿直径 

22

3
J mr  

（ r 为半径） 

 

 

3.2.４ 转动定律的应用 

3.3  刚体定轴转动的动能定理 

3.3.1 刚体定轴转动的转动动能   

整个刚体的动能 

2 2 21 1
( )

2 2
k i i

i

E m r J              （3-14） 

上式表明：刚体定轴转动的转动动能等于刚体的转动惯量与角速度平方的乘积的一半。 

3.3.2 刚体定轴转动中力矩的功  

               d dW M                      （3-15） 

式（3-15）说明：作用在定轴转动刚体上力F

的元功dW ，等于该力对转轴的力矩M 与刚

体角位移d 的乘积，这个元功也称为力矩的元功。 

    如果刚体从 0 转到 ，则这一过程中力矩所作的功 

0

dW M



            （3-16）  

若力矩M 为常量,则上式可以进一步写成 

                             0( )W M                       （3-17） 

讨论 1  如果有多个外力作用于刚体,式（3-16）和式（3-17）中的M 应为诸外力对转

轴的合力矩 i

i

M 。 

2 力矩的功实质上仍是力做的功，只不过对于刚体转动的情况，力的功可以用力矩和角

位移的乘积来表示。 

力矩的功率是 
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dW d

P M M
dt dt


       （3-18） 

当输出功率一定时，力矩与角速度成反比。 

3.3.3 刚体定轴转动的动能定理   

若刚体在外力矩作用下, 角位置从 0 变到 ，角速度从 0 变到 ,则 

0 0

d dM J
 

 
   

2

0

2

2

1

2

1
 JJ              (3-19) 

由式(3-19)可知,等式左边是外力矩对刚体做的功。式(3-19)表明：刚体定轴转动时，合外

力矩的功等于刚体转动动能增量，这就是刚体定轴转动的动能定理。 

3.４刚体定轴转动的角动量定理 角动量守恒定律 

3.4.1 角动量 质点的角动量定理及角动量守恒定律 

1 质点的角动量 

设质点的动量为 p

，对O点的位矢为 r


。定义 质点对O点的角动量为质点相对于O的

位矢 r

与质点的动量 p


的矢量积，用符号 L


表示，即 

prL


                              （3-20） 

角动量是矢量，由矢积的定义可知，角动量 L

的方向垂直于由动量 p


与作用点的位矢 r


确定

的平面，指向可由 r

和 p


的方向按右手螺旋法则确定。设质点的动量 p


与位矢 r


间的夹角为

θ，则角动量 L

的大小为 

sin sinL rp rm                         （3-21） 

当质点作圆周运动时，
2


  ，这时质点对圆心O点的角动量大小为 

          2L rp rm mr              

考虑到 pr


 的方向与

的方向一致，所以角动量的矢量形式为 




2mrL   

如果质点做匀速圆周运动，即不变，则质点的角动量保持不变，但动量则是各点不

同的。而且要注意的是，在作匀速圆周运动的情况下，所受的向心力是恒指向圆心的。 

2 质点的角动量定理   
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d

( )
d

O

L
M F

t
                         （3-23） 

式（3-23）表明，质点所受合力对O点的力矩等于质点对O点的角动量的时间变化率。这

就是质点角动量定理的微分形式。其积分形式为式（3-24） 

将式（3-23）写成 0( )d dM F t L ，两边积分有 

0
0 0( )d

t

t
M F t L L                         （3-24） 

式（3-24）中
0L 和 L 分别为质点在时刻 0t 和 t 对参考点O的角动量。 

定义 
0

0 ( )d
t

t
M F t 为质点所受合力在时间间隔

0t t 内对参考点O的冲量矩，因此，式

（3-24）的物理意义是：质点所受合力对O点的冲量矩等于质点对O点的角动量的增量。 

说明（1） 式（3-23）与牛顿第二定律
d

d

p
F

t
 在形式上是相似的，即 0 ( )M F 对应着F


，

L

对应着 p


，它反映了力矩是角动量变化的原因。 

（2） 质点的角动量定理是一个矢量关系，具体应用时常用直角坐标系中的分量形式。 

3  质点角动量守恒定律   

由式(3-23)可以看出，若质点所受合力矩为零，即 0M


，则有 

L r m  =常矢量                         (3-25) 

上式表明,当质点所受合力对O点的力矩等于零，那么质点对O点的角动量保持不变，此即

质点的角动量守恒定律。 

    说明 （1） 质点角动量守恒的条件是 0M


，通常有两种情况： 

   1） ,0F


即质点所受的合外力为零。如质点作匀速直线运动，它对任意定点的角动量

为常矢量。 

2）合力不为零，但合力矩为零。最常见的是有心力的情况。即合力 F

通过参考点 O，

致使合力矩为零。如（Ⅰ）质点作匀速圆周运动时，作用于质点的合力都通过圆心，其力矩

为零，故质点对圆心的角动量是守恒的。（Ⅱ）太阳系中行星运动的轨道为椭圆，太阳位于

两焦点之一，太阳作用于行星的引力是指向太阳的有心力，如以太阳为参考点O ,则行星的

角动量是守恒的。（Ⅲ）当带电粒子入射到质量较大的原子核附近发生碰撞时，这时粒子所

受的原子核的库仑力始终通过原子核的中心（即力心），所以微观粒子在该碰撞过程中对该
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力心的角动量是守恒的。 

（2） 外力矩的矢量和为零，此时合外力可不为零，亦即动量未必守恒。 

（3） 力矩与角动量都是对惯性系中某一固定参考点而言的，所选取的参考点不同，力

矩及角动量的大小、方向也不同。因此，对某一参考点的角动量守恒时，对另一参考点的角

动量未必守恒。 

3.4.2 刚体对轴的角动量  刚体定轴转动的角动量定理  

1 刚体对轴的角动量   

2

1

( )
n

z iz i i

i i

L L m r 


    

由转动惯量的定义,上式即为 

zL J           （3-26） 

式(3-26)表明:刚体对定轴的角动量等于刚体对定轴的转动惯量与角速度的乘积。 

注意 （1） 角动量 zL 是代数量,其正负与相同，按右手螺旋法则决定：使右手螺旋转

动的方向和刚体的转向相一致，若螺旋前进的方向与 Oz 轴方向一致，则 0  ， 0zL  ；

否则 0  ， 0zL  。 

（2） 任何物体绕 Oz 轴作定轴转动，则其角动量仍可写成 zL J 的形式，只不过物

体在转动过程中，转动惯量 J 可以是变化的。 

（3） 将 zL J 与 p m 对比可见它们的相似性。这使我们进一步认识到转动惯

量 J 是质点系对转轴的转动惯性大小的量度。 

2 刚体定轴转动的角动量定理  

根据转动定律，且在牛顿力学中，对于给定的转动轴，刚体的转动惯量为常数，于是有  

            
 d d

d d

z
J Ld

M J J
dt t t


               (3-27) 

上式表示，刚体所受到的对某给定轴的总外力矩等于刚体对此轴的角动量的时间变化率。

这是刚体定轴转动的角动量定理的微分形式。 

     注意  对于刚体，它对给定轴的转动惯量 J 是保持不变的，因此式（3-27）与式
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d

d
M J J

t


  的意义完全一样。但式(3-27)的适用范围更为广泛,可以适用于刚体,也可

以适用于非刚体,即当绕定轴转动物体的转动惯量 J 可以变化时，式
d

d
M J J

t


  不再

适用，但式（3-27）仍成立。 

将式（3-27）写成 d d zM t L ，两边积分有 

0
0d

t

z z
t

M t L L                 （3-28） 

式(3-28)中,
0

d
t

t
M t 为是时间间隔

0t t 内合外力矩M 对轴的的冲量矩，单位为牛·米·秒

 N m s  。
0zL 和

zL 分别为刚体在时刻
0t 和 t 对定轴的角动量。上式说明:刚体所受合外力

矩的冲量矩等于在这段时间间隔内的角动量的增量,这就是刚体定轴转动的角动量定理的积

分形式。 

讨论（1）对于刚体，它对给定轴的转动惯量 J 是保持不变的，式（3-28）可以写成 

0
0d

t

t
M t J J    

上式中， 0 和分别为刚体在时刻 0t 和 t 的角速度。 

（2）如果物体在转动过程中，物体内各质点相对于转轴的位置发生了变化，那么物体

的转动惯量 J 也必然随时间变化。时间间隔 0t t 内，转动惯量由 0J 变为 J ，则式（3-28）

可写成 

0
0 0d

t

t
M t J J    

3.4.3 刚体对轴的角动量守恒定律   

由式(3-28)可以看出,当物体所受的合外力矩为零,即 0M  ,则有 

                            zL J 恒量                         (3-29) 

式(3-29)表明：如果物体所受的外力对给定轴的合力矩等于零,或者不受外力矩的作用,物体

的角动量保持不变，这个结论叫做刚体定轴转动的角动量守恒定律。 

说明 1 物体绕定轴转动，如果转动惯量不变，则角动量守恒，即角速度为常数，物体

做匀速转动；如果转动惯量可以改变，则物体的角速度也随之改变，但两者之积保持不变，

即 0 0J J  或 0 0J

J


＝ ，转动惯量增大，转动角速度减小；反之，转动惯量减小，转动

角速度增大。 
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2 当转动系统是由多个物体组成,则该系统的角动量守恒定律为 

i i

i

J  恒量  

3 运动物体与定轴转动物体碰撞时，由于相互作用时间极短，有限的外力矩的冲量矩

可以忽略，运动物体与定轴转动物体组成的系统的角动量守恒；但是，由于固定转轴可能受

到很大约束力，其冲量不能忽略，所以动量一般不守恒。 

4 应用角动量定理和角动量守恒定律解题思路：选定研究对象，进行受力分析，计算

各个力的力矩，分析是否满足守恒条件；确定研究对象初态和末态角速度的方向，即角动量

的方向；规定力矩、角动量的正方向，根据定理或定律列方程。列方程时注意方程中角速度

必须对同一参考系、转动惯量是对同一转轴。 

表 3-2 质点的运动规律与刚体的定轴转动规律对比 

质点的运动（刚体的平动） 刚体的定轴转动 

速度
d

d

r

t
   角速度

d

dt


   

加速度

2

2

d d

d d

r
a

t t


   角加速度

2

2

d d

d dt t

 
    

力 F

、质量m 、加速度 a


， 

运动定律  F ma  

力矩 M 、转动惯量 J 、角加速度 ， 

转动定律 JM   

动量 p m  冲量
0

d
t

t
I F t       

动量定理 pI


  

角动量 JL   冲量矩
0

d
t

t
M t       

角动量定理
0

d
t

t
M t L   

动量守恒定律 0,i i i

i i

F m  ＝常量 角动量守恒定律 0,i i i

i i

M J  ＝常量 

平动动能
21

2
kE m  

力的功  d
b

a
W F r   

动能定理
2 2

0

1 1

2 2
W m m    

转动动能
2

2

1
JEk   

力矩的功
0

dW M



   

动能定理
2

0

2

2

1

2

1
 JJW   

重力势能 mghE p   重力势能 Cp mghE   

机械能守恒定律 机械能守恒定律 
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只有保守内力做功，
k pE E ＝常量 只有保守内力做功， 

k pE E ＝常量 

 

例 1选择题 

(1) 有一半径为 R的水平圆转台，可绕通过其中心的竖直固定光滑轴转动，转

动惯量为 J，开始时转台以匀角速度ω0转动，此时有一质量为 m的人站在转台

中心，随后人沿半径向外跑去，当人到达转台边缘时，转台的角速度为 

(A)
02


mRJ

J


  (B) 

02)(


RmJ

J


   (C) 

02


mR

J
   (D) 0  

[答案： (A)] 

(2) 如题 1（2）图所示，一光滑的内表面半径为 10cm 的半球形碗，以匀角速

度 ω 绕其对称轴 OC 旋转，已知放在碗内表面上的一个小球 P 相对于碗静止，

其位置高于碗底 4cm，则由此可推知碗旋转的角速度约为 

(A)13rad/s  (B)17rad/s  (C)10rad/s  (D)18rad/s 

  

       (a)                              (b) 

题 1（2）图 

[答案： (A)] 

 (3)如 1(3)图所示，有一小块物体，置于光滑的水平桌面上，有一绳其一端连

结此物体，；另一端穿过桌面的小孔，该物体原以角速度  在距孔为 R的圆周上

转动，今将绳从小孔缓慢往下拉，则物体 
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题 1(3)图 

（A）动能不变，动量改变。   （B）动量不变，动能改变。 

（C）角动量不变，动量不变。 （D）角动量改变，动量改变。 

（E）角动量不变，动能、动量都改变。 

[答案： (E)] 

例 2 填空题 

(1) 半径为 30cm 的飞轮，从静止开始以 0.5rad·s
-2
的匀角加速转动，则飞轮边缘

上一点在飞轮转过 240˚时的切向加速度 aτ=        ，法向加速度

an=        。 

[答案：
2 20.15 ; 1.256m s m s   ] 

(2) 如题 2（2）图所示，一匀质木球固结在一细棒下端，且可绕水平光滑固定轴 O

转动，今有一子弹沿着与水平面成一角度的方向击中木球而嵌于其中，则在此击中

过程中，木球、子弹、细棒系统的        守恒，原因是        。

木球被击中后棒和球升高的过程中，对木球、子弹、细棒、地球系统的        

守恒。 

 

题 2（2）图 

[答案：对 o 轴的角动量守恒，因为在子弹击中木球过程中系统所受外力对 o
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轴的合外力矩为零，机械能守恒] 

(3) 两个质量分布均匀的圆盘 A和 B的密度分别为ρA和ρB (ρA>ρB)，且两圆盘的

总质量和厚度均相同。设两圆盘对通过盘心且垂直于盘面的轴的转动惯量分别为 JA

和 JB，则有 JA  JB 。（填>、<或=） 

[答案： <] 

例 3  一质量为m 的质点位于( 11, yx )处，速度为 jvivv yx


 , 质点受到一个沿

x 负方向的力 f 的作用，求相对于坐标原点的角动量以及作用于质点上的力的力

矩． 

解: 由题知，质点的位矢为 

jyixr


11   

作用在质点上的力为 

iff


  

所以，质点对原点的角动量为 

vmrL


0  

1 1( ) ( )x yx i y j m v i v j     

kmvymvx xy


)( 11   

作用在质点上的力的力矩为 

kfyifjyixfrM


1110 )()(   

例 4 哈雷彗星绕太阳运动的轨道是一个椭圆．它离太阳最近距离为 1r ＝8.75×10
10
m 时的速

率是 1v ＝5.46×10
4
m·s

-1
，它离太阳最远时的速率是 2v ＝9.08×10

2
m·s

-1
，这时它离太阳

的距离 2r 是多少?(太阳位于椭圆的一个焦点。) 

解: 哈雷彗星绕太阳运动时受到太阳的引力——即有心力的作用，所以角动量守恒；又由于

哈雷彗星在近日点及远日点时的速度都与轨道半径垂直，故有 

             2211 mvrmvr   
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∴   m1026.5
1008.9

1046.51075.8 12

2

410

2

11
2 






v

vr
r  

例 5 平板中央开一小孔，质量为m 的小球用细线系住，细线穿过小孔后挂一质量为
1M 的

重物．小球作匀速圆周运动，当半径为 0r 时重物达到平衡．今在 1M 的下方再挂一质量为 2M

的物体，如题5图．试问这时小球作匀速圆周运动的角速度和半径 r 为多少? 

 

题 5 图 

解: 在只挂重物时
1M ，小球作圆周运动的向心力为 gM1

，即 

2

001 mrgM                  ① 

挂上
2M 后，则有 

   
2

21 )(  rmgMM
               

② 

重力对圆心的力矩为零，故小球对圆心的角动量守恒． 

即   vmrmvr 00      2

0

2

0 rr    ③ 

联立①、②、③得 

1
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0

2

1 1 2 3

0 1

1

1 2 1 3
02

1 2

( )

( )

M g

mr

M g M M

mr M
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m M M










 


   

 

 

例 6 固定在一起的两个同轴均匀圆柱体可绕其光滑的水平对称轴 OO 转动．设大小圆柱体

的半径分别为R 和 r ，质量分别为M 和m ．绕在两柱体上的细绳分别与物体
1m 和

2m 相连，

1m 和
2m 则挂在圆柱体的两侧，如题6图所示．设 R ＝0.20m, r ＝0.10m，m ＝4 kg，M ＝

10 kg， 1m ＝ 2m ＝2 kg，且开始时 1m ， 2m 离地均为h ＝2m．求： 

(1)柱体转动时的角加速度； 

(2)两侧细绳的张力． 
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解: 设 1a , 2a 和 分别为
1m , 2m 和柱体的加速度及角加速度，方向如图(如图 b)． 

(1) 1m , 2m 和柱体的运动方程如下： 

2222 amgmT               ① 

1111 amTgm                ② 

1 2T R T r J                 ③ 

 

题 6(a)图                          题 6(b)图 

式中 
1 1 2 2 2 1, , ,T T T T a r a R       

而         2 21 1

2 2
J MR mr   

由上式求得 

1 2

2 2

1 2

2 2 2 2

2

0.2 2 0.1 2
9.8

1 1
10 0.20 4 0.10 2 0.20 2 0.10

2 2

6.13 rad s

Rm rm
g

J m R m r







 

  
 

        

 

 

 (2)由①式 

2 2 2 2 0.10 6.13 2 9.8 20.8T m r m g        N  

由②式 

1 1 1 2 9.8 2 0.2. 6.13 17.1T m g m R        N  
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例 7 计算题7图所示系统中物体的加速度．设滑轮为质量均匀分布的圆柱体，其质量为M ，

半径为 r ，在绳与轮缘的摩擦力作用下旋转，忽略桌面与物体间的摩擦，设
1m ＝50kg，

2m

＝200 kg,M＝15 kg, r ＝0.1 m 

解: 分别以
1m ,

2m 滑轮为研究对象，受力图如图(b)所示．对
1m ,

2m 运用牛顿定律，有 

amTgm 222           ① 

amT 11                ② 

对滑轮运用转动定律，有 

2

2 1

1
( )
2

T r T r Mr          ③ 

又，            a r          ④ 

联立以上 4个方程，得 

2

21

2 sm6.7

2

15
2005

8.9200

2
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

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M
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题 7(a)图          题 7(b)图 

例 8 如题8图所示，一匀质细杆质量为m ，长为 l ，可绕过一端O的水平轴自由转动，杆

于水平位置由静止开始摆下．求： 

(1)初始时刻的角加速度； 

(2)杆转过 角时的角速度. 

 

题 8 图 
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解: (1)由转动定律，有 

21 1
( )

2 3
mg l ml   

∴             
3

2

g

l
    

(2)由机械能守恒定律，有 

22 )
3

1
(

2

1
sin

2
 ml

l
mg 

 

∴          
l

g 


sin3
  

例 9 一质量为m 、半径为R的自行车轮，假定质量均匀分布在轮缘上，可绕轴自由转动．另

一质量为 0m 的子弹以速度 0v 射入轮缘(如题9图所示方向)． 

(1)开始时轮是静止的，在质点打入后的角速度为何值? 

(2)用m , 0m 和 22表示系统(包括轮和质点)最后动能和初始动能之比． 

 

题 9 图 

 解: (1)射入的过程对O 轴的角动量守恒 
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作业：9、11、15、16 


