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        第 9讲 刚体定轴转动的描述 力矩  刚体定轴转动的转动定律 

教学要求 

了解刚体、定轴转动的定义，角速度矢量的定义。理解力矩定义、转动惯量定义。掌握

刚体定轴转动定律及应用。 

重点与难点 

重点：刚体定轴转动定律及应用。 

难点：力矩的计算。 

3.1  刚体   刚体定轴转动的描述 

3.1.1  刚体的引入 

前两章主要讲述了质点的力学问题，即物体的形状和大小在所考虑问题中可忽略而把物

体看作是质点时所遵循的规律。然而，当讨论地球的自转、电机转子的转动、车轮的滚动、

船舶在水中的颠簸和桥梁或起重机的平衡等问题时，物体的形状和大小往往起重要作用，因

而必须考虑它们的形状和大小，以及在力和运动影响下形状和大小的变化；但是，把形状和

大小以及它们的变化都考虑在内，会使问题变得相当复杂。值得庆幸的是，在很多情况中，

由于物体形变都很小，对研究结果影响甚微，因而可将它们忽略不计。比如，将一长方形物

体水平放置，如图 3-1所示，在其左端 A以水平力 F 推之，则该物体获得水平加速度。这件

事看起来似乎平淡无奇，但我们要问：力 F 只作用在物体的 A 部分，B，C， 各部分，乃

至其最右端 Z，并没有受到力 F 的作用，为何也获得了同样的加速度呢？这当然是力从 A到

B，B到 C， 一步步传下去，一直传到 Z。传递推力的机制是物体的弹性：开始时力 F使 A

加速，而 B未动，于是 A、B之间产生压缩而互推；这推力使 B加速，而 C未动，于是 B、C

之间产生压缩而互推 以此类推，把推力一直传到最右端 Z。由此可见，这是一个弹性力

的传递过程，在这过程中没有物体的形变是不行的。但是，该过程物体的弹性形变小得可以

忽略，这样，我们就得到实际物体的另外一个理想模型——刚体：在外力作用下，形状和大

小都不发生变化的物体. （任意两质点间距离保持不变的特殊质点组）。 

 

 

 

研究刚体力学时，通常把刚体分成许多部分，每一部分都小到可看作质点，叫作刚体的

图 3-1力的传播 
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质元。由于刚体不变形，各质元间的距离不变。各质元间的距离保持不变的质点系叫作不变

质点系。把刚体看作不变质点系并运用已知的质点系的运动规律去研究，这是刚体力学的基

本方法。 

3.1.2  刚体的基本运动 

  刚体最基本的运动形式：平动、转动。 

  1 刚体的平动 

若刚体中所有点的运动轨迹都保持完全相同，或者说刚体内任意两点间的连线总是平行

于它们的初始位置间的连线，这样的运动称为刚体的平动。显然，刚体中各质元均具有相同

的速度和加速度，此时，刚体中任一质元的运动可表示整个刚体的运动。因此，平动的刚体

可当成一个质点来处理。即 

   刚体平动 质点运动 

2 刚体的转动 

如果刚体运动时，若刚体中各质元都绕同一直线做圆周运动，称为刚体的转动。转动又

分定轴转动和非定轴转动 。若转轴的方向或位置随时间变化，这样的运动称为刚体的非定

轴转动，该转轴称为转动瞬轴；若转轴固定不动，即既不改变方向又不发生平移，这样的转

动称为刚体的定轴转动。本章主要介绍刚体定轴转动的一些基本规律。  

3.1.3  刚体定轴转动的描述 

  为了描述刚体的定轴转动，可定义：垂直于固定轴的平面为转动平面。显然，转动平

面不止一个，而有无数个。如果以某转动平面与转动轴的交点为原点，则该转动平面上的所

有质元都绕着这个原点作圆周运动。下面就讨论怎样来描述刚体的定轴转动。 

1 角位移、角速度和角加速度 

刚体定轴转动的基本特征是，轴上 

各点都保持不动，轴外所有各点在同一 

时间间隔内转过的角度都一样。所以我 

们可以采用类似质点作圆周运动时的角 

位移、角速度和角加速度的定义方法来 

图 3－2 转动平面 
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定义绕定轴转动刚体的角位移、角速度和角加速度。 

在刚体上任取一个转动平面，以该转动平面与转动轴的交点为原点，在该平面内作一射

线作为参考方向（或称极轴）如图 3－2 所示，转动平面上任一质元对原点的位矢 r 与极轴

的夹角称为角位置 ，刚体在一段时间内转过的角度（即末时刻与初始时刻的角位置之差）

2 1     称为角位移。 

在时刻 t 到 t t 时间内的角位移  与 t 之比称为刚体的平均角速度，用表示： 

                   

当 0t  时，平均角速度的极限称为瞬时角速度，简称角速度，用表示： 

                      （3－1） 

  刚体的定轴转动有两种不同的转动方向，当我们顺着转轴观察时，刚体可以按顺时针方

向转动，也可以按逆时针方向转动，如果把一种转向的角速度取为正，另一种转向的角速度

取为负，则角速度的大小反映了定轴转动的快慢，角速度的正负描写了定轴转动的方向。角

速度的单位是弧度每秒（ /rad s）。 

在Δt时间内，角速度的改变量Δω与Δt之比称为该段时间内刚体的平均角加速度，

用 表示：
t








，当 0t  时，平均角加速度的极限称为瞬时角加速度，简称角加速度，

用 表示： 

0
lim

t

d

t dt

 


 


 


              （3－2） 

角加速度的单位是弧度每二次方秒（
2/rad s ）。 

由以上讨论可知，刚体的定轴转动与质点的直线运动相似，只要在描写质点直线运动各

物理量（位移、速度、加速度）前加一个“角”字，就成了描述刚体定轴转动的各相应物理

量（角位移、角速度、角加速度），两者的运动学关系也完全相似： 

       定轴转动           直线运动 

       
d

dt


  ，           
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v

dt
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 ； 

       
0
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t

dt     ，       
0

0

t

v v adt   ； 

       
0

0

t

dt     ，       
0

0

t

x x vdt   。 

2 角量与线量的关系 

当刚体绕固定轴转动时，尽管刚体上各质元的角位移、角速度、角加速度均相同，但由

于各质元作圆周运动的半径不一定相同，因此各质元的速度和加速度也不一定相同。 

若刚体上某质元 i到转轴的距离为 ri.则该质元的线速度为 

切向加速度和法向加速度分别为 

由此可见，尽管刚体是一个复杂的质点系，但引入角量后，刚体定轴转动的描述就显得

十分简单。刚体上各质元的角量(即角位移、角速度、角加速度)相同，而各质元的线量(即

线位移、线速度、线加速度)大小与质元到转轴的距离成正比。 

3.２  力矩  刚体定轴转动的转动定律 

力是使物体平动状态发生改变的原因，而力矩是使物体转动状态发生改变的原因。本

节先介绍力矩的概念，然后讨论刚体作定轴转动的动力学关系。 

3.2.1 力矩 

力矩可分为力对点的力矩和力对轴的力矩。因此，我们先讨论力对点的力矩。 

力对 O 点的力矩 

 如图 3-3，力对O点的力矩定义为力F

的作用点P相对于O的位矢 r


与力F


的矢量积，

用符号 ( )OM F 表示，即 

( )OM F r F             （3-3） 

说明 1 由矢量积的性质可知,力矩是矢量。（1）力矩的方向垂直于由力F

与作用点的位

矢 r

确定的平面，指向可由 r


和 F


的方向按右手螺旋法则确定：右手伸直姆指，其余四指自 r



的方向沿小于 π的角转向F

的方向时，姆指所指的方向就是力矩的方向[如图 3-3 (b)]。 

（2） 设力F

与位矢 r


间的夹角为 θ，则力矩 ( )OM F 的大小为 

( ) sinOM F rF                         （3-4） 

vi ir

i ia r  2

in ia r
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即等于由 r

和 F


构成平行四边形的面积[如图 3-3 (a)]。在式（3-3）中， sind r  是 O

点到力的作用线的垂直距离[如图 3-3 (a)]，称为力对 O 点的力臂。因此，力矩的大小可以表

示为力的大小与力臂的积。 

 

 

 

 

 

 

 

2 对于质点系，内力是以作用力和反作用力的形式成对出现的，任一对内力大小相等，

方向相反, 而它们的作用点对 O 点的位矢相等，所以一对内力矩的大小相等、方向相反，它

们的矢量和为零。由此可知,质点系的所有内力对任一参考点的力矩的矢量和为零。 

3 力矩在直角坐标系中的计算 

设力F 与其作用点相对于参考点 O 的位矢 r 在直角坐标系中可表示为 

r xi yj zk   ，    x y zF F i F j F k    

根据式(3-3)有 

( ) ( ) ( ) ( )O z y x z y x

x y z

i j k

M F r F x y z yF zF i zF xF j xF yF k

F F F

            （3-5） 

因此，力矩 ( )OM F 在 x 、 y 和 z 轴上的投影分别为 

[ ( )]

[ ( )]

[ ( )]

O x z y

O y x z

O z y x

M F yF zF

M F zF xF

M F xF yF

 

 

 

                              （3-6） 

注意   由上述计算可知，力矩的大小和方向都与参考点 O 的选择有关。因此，在计算

力矩时，必须说明参考点。 

力矩的单位为牛·米（ N m ）。 

例 3-１ 质量为1.0 kg的质点沿着由
3 4 3[2 ( 3 ) ] mr t i t t j   决定的曲线运动，求此质点在

1.0 st  时所受的相对于坐标原点O的力矩。 

        

          (a) 力对 O 点的力矩                     (b)矢量的矢积 

图 3-3   力对 O 点的力矩 
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解  质点的速度                
d

d

r

t
   2 3 26 (4 9 )t i t t j   

质点的加速度                       
d

d
a

t


 jttit


)32(612 2   

作用于质点的力                   jttitamF


)32(612 2   

在任意时刻,相对于坐标原点O质点所受的力矩为 

( ) ( )O y xM F r F xF yF k     

3 2 4 3 5[2 6(2 3 ) ( 3 ) 12 ] 12t t t t t t k t k      

在 1.0 st  时                 ( ) 12  N mOM F k   

力对固定转轴的力矩 

方向任意的外力F

作用在绕Oz轴作定轴转动的刚体

的点 P 上，若将力F

分解为两个分力（图 3-4），一个是

与转轴平行的分力 zF ，另一个是位于转动平面内的分力

'F 。显然 zF 对刚体的转动不起作用，起作用的是 'F ， 'F 对 z 轴的力矩 

sinzM rF F d            （3-7） 

式中 是
'F 与 r 的夹角，力臂 sinrd  是 z 轴到

'F 作用线的垂直距离。为简化起见，在

涉及定轴转动问题时，除非特别说明，都认为力F 在某一转动平面内。 

说明 如果刚体同时受几个力的作用，则刚体定轴转动的合力矩等于各分力矩的代数和，

即 

z iz

i

M M                （3-8） 

izM 的正负按右手螺旋法则确定：当它使刚体转动的转向与右手螺旋的转向一致时，螺

旋前进的方向如果沿转轴Oz，则为正；反之为负。 

3.2.2 刚体定轴转动的转动定律 

实验指出,一个绕定轴转动的刚体,当它所受的对于转轴的合外力矩等于零时,它将保持

原有的角速度不变,或保持静止状态,或做匀角速转动，这反映了任何物体都具有转动惯性,

就像物体具有平动惯性一样。 

 

图 3-4 力矩 
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实验还指出，一个绕定轴转动的刚体,当它所受的对于转轴的合外力矩M 不等于零时，

它将获得角加速度 。下面推导 与M 的关系式。 

图 3-5表示一个绕固定轴 z 转动的刚体，在刚体上任取质点 i ，其质量为
im ，离转轴的

距离为 ir ，设质点 i 所受的外力为 iF

，内力为 if


。 

    由牛顿第二定律，质点 i 的运动方程为 

i i i iF f m a   

如以 itF 和
itf 分别表示 iF


和 if


在切向的分力,那么质点 i 在

切向的运动方程为 

it it i itF f m a   

iit ra  为质点 i 的切向加速度,上式变为 

it it i iF f m r   

两边乘以 ir ,得 

                             
2

it i it i i iF r f r m r     

式中 it iF r 和 it if r 分别是外力 iF

和内力 if


的切向力的力矩。考虑到法向力 inF 和 inf 均通过转

轴 z ，所以其力矩为零。故上式左边也可理解为作用在质点 i 上的外力矩和内力矩之和。若

考虑到所有质点，上式可变为 

2

it i it i i i

i i i

F r f r m r 
 

   
 

    

在问题 3-1 中已证明,内力矩的和为零,即 0
i

iitrf ,故上式为 

2

it i i i

i i

F r m r 
 

  
 

   


i

iitrF 为刚体内所有质点所受的外力对转轴的力矩的代数和，即合外力矩，用M 表示，

式中的
2

i i

i

m r 只与刚体的形状、质量分布以及转轴的位置有关，也就是说，它只与绕定轴

转动的刚体本身的性质和转轴的位置有关。对于绕定轴转动的刚体，它为一恒量，叫转动惯

量，用 J 表示，即 

 

图 3-5 推导刚体定轴 

转动定律用图 
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2

i i

i

J m r                   （3-9） 

则得 

M J                     （3-10） 

式（3-10）表明：刚体定轴转动时，它的角加速度 与所受合外力矩M 成正比，与转动惯

量 J 成反比。 

此即刚体定轴转动定律。 

刚体定轴转动定律和牛顿第二定律相比较，形式相似，地位相当。 

1. 牛顿第二定律 amF


 ，式中F

为质点受到的外力；m 为质量，为质点平动惯性

的量度；a

为力F


所产生的平动效果，改变物体的运动状态，且与F


的方向相同。 

2. 刚体定轴转动定律 M J ，式中M 为刚体受到的外力矩； J 为刚体定轴转动的

转动惯量，为刚体转动惯性的量度； 为力矩M 所产生的转动效果，改变刚体的转动状态，

且与M 的方向相同。 

3.2.3 转动惯量的计算 

1 若刚体是由离散分布的质点组成，则转动惯量 J 按式（3-9）计算； 

2 若刚体质量是连续分布的，则转动惯量 J 按下式计算； 

                         
2d

m
J r m                          （3-11） 

式（3-11）中 r 为质元dm到转轴的垂直距离，而质元dm的表示方法有三种情况： 

（1）刚体是一维线分布的，定义质量线密度
d

d

m

x
  ，则d dm x ； 

（2）刚体是二维面分布的，定义质量面密度
d

d

m

S
  ，则d dm S ； 

（3）刚体是三维体分布的，定义质量体密度
d

d

m

V
  ，则d dm V 。 

3 转动惯量具有可加性，当一个刚体由几部分组成时，可以分别计算各个部分对转轴的

转动惯量，然后把结果相加就可以得到整个刚体的转

动惯量即 

     1 2 3 nJ J J J J            

例３-２ 如图３-６，在由不计质量的细杆组成的边长为

l 的正三角形的顶角上，各固定一个质量为 m 的小球。求 

m

mm
A

B

C

D

图 4-6

l

l

l

图 3-6 例 3-2 图 
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（1） 系统对过质心且与三角形平面垂直的轴C 的转动惯量；（2）系统对过 A点，且平行于轴C 的转

动惯量。 

解 （1） 由式（３-9），得 

2 2 2

c A A B B C CJ m r m r m r  

2 2 2

3 3 3

l l l
m m m
     

       
     

2ml  

（2） 由式（３-9），得 

2 2 2

A A A B B C CJ m r m r m r    

2 2 2 20 2m ml ml ml      

例 3-3 已知匀质细杆质量为m 、长为 l 。（1）计算匀质细杆绕中心垂直轴的转动惯量；(2)计算匀质

细杆绕过端点且与杆垂直的轴的转动惯量。 

解 （1） 如图３-７（a）所示，在距O 点 x 处取长度为dx 的质量微元，其质量 

x
l

m
m dd   

代入式（３-11），积分限从
2

l
x   到

2

l
x  ，即 

2

2/

2/

3
2/

2/

2

12

1

3
d ml

x

l

m
x

l

m
xJ

l

l

l

l



  

(2) 如图３-７(b)所示，积分限从 0x  到 x l ，即    

2 2

0

1
d

3

l m
J x x ml

l
   

例 3-4 计算质量为m 、半径为 R 的匀质细圆环绕中心垂直轴的转动惯量。 

解  根据式（３-11），有 

222 dd mRmRmRJ    

此题由于匀质细圆环上各质元到转轴的距离处处相同，所以不需要写出质量微元的具体表达式就能计

算出结果。 

例 3-5 计算质量为m 、半径为 R 的匀质薄圆板绕中心垂直轴的转动惯量。 

解 如图３-8，在距圆心 r 处取宽度为dr 的圆环面积微元，其面积 

d 2π dS r r  

质量                       
2 2

d = d 2π d 2 d
π

m m
m s r r r r

R R
    

代入式（3-11），积分限从 0r  到 r R ，即 

 

(a) 

 

(b) 

图 3-7  例 3-3 图 
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2

0

4

20

3

20 2

2

2

1

4

2
d

2
d

2
mR

R

R

m
rr

R

m
rr

R

m
rJ

R
RR

   

应用下列两个定理，常可简化转动惯量的计算 。                                    

 

 

 

 

 

 

平行轴定理  若质量m 的刚体对通过质心的轴的转动惯量为 CJ ，若将轴沿任何方向平

行移动距离d （图 3-9），则绕该轴的转动惯量为 

2mdJJ c                   （3-12） 

正交轴定理  对于质量分布在 Oxy 平面上的薄板刚体，绕 z 轴的转动惯量 zJ 等于绕 x

轴的转动惯量 xJ 与绕 y 轴的转动惯量 yJ 的和（图 3-10），即 

yxz JJJ                  （3-13） 

例 3-6 钟摆（图３-11）由质量为 1m 、半径为 R 的匀质薄圆盘和质量为 2m 、长为 l 的匀质细杆构

成。计算其绕过 O 点的垂直轴的转动惯量。 

解 应用转动惯量的可加性，匀质细杆绕过 O 点的垂直轴的转动惯量为 

2

2
3

1
lmJ 杆

 

由例３-５的结果,并根据平行轴定理,可求得匀质薄圆盘绕过 O 点的垂直轴的转动惯量为 
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1 lRlRmlRmRmJ 盘  

钟摆绕过O点的垂直轴的转动惯量为 
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图 3-8  例 3-5 图 
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图 3-9  平行轴定理 

 
图 3-10  正交轴定理 
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表３-1 常见规则刚体的转动惯量 

圆环 

转轴过中心且 

与环面垂直 

2J mr  

（ r 为半径） 

 

圆环 转轴沿环直径 

2

2

mr
J   

（ r 为半径）  

实心圆盘 

转轴过中心且 

和盘面垂直 

2

2

mr
J   

（ 为半径）  

实心圆柱体 转轴沿几何轴 

2

2

mr
J   

（ r 为半径）  

实心圆柱体 

过中心且 

和几何轴垂直 

2 2

4 12

mr ml
J    

（ r 为半径， l 为柱长）  

r

图 3-11  例 3-6 图 

Rm  ， 1

lm  ， 2

O

图 3-12  问题 3-3 图 
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空心圆柱体 

转轴 

沿几何轴 

2 2

1 2

1
( )

2
J m r r   

（
1r 为内半径，

2r 为外半径） 

 

实心圆球 转轴沿直径 

22

5
J mr  

（ r 为半径） 

 

球壳 转轴沿直径 

22

3
J mr  

（ r 为半径） 

 

 

3.2.４ 转动定律的应用 

应用刚体定轴转动定律解题的步骤可分为以下三步：（1）确定研究对象；（2）对研究对

象进行受力分析，并确定外力矩；（3）规定转动正方向，根据转动定律列方程求解，讨论结

果。若题中还存在平动运动，还需针对平动对象由牛顿第二定律列出方程，同时列出平动与

转动之间的联系方程。 

例 3-7  如图３-13 所示，质量均为 m 的两物体 A，B. A 放在倾角为 α 的光滑斜面上，通过定滑轮由

不可伸长的轻绳与 B 相连.定滑轮是半径为 R 的圆盘，其质量也为 m.物体运动时，绳与滑轮无相对滑动.求

绳中张力    和    及物体的加速度 a(轮轴光滑)。 

 

 

 

 

 

                  

 图 3-13例 3-7 图 
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解：物体 A，B，定滑轮受力图见图 (b).建立坐标轴见图 (b).对于作平动的物体 A，B，分别由牛顿定

律得                            

 

 

 

 

对定滑轮，规定垂直纸面指向里为轴的正方向，由转动定律得 

         ④ 

由于绳不可伸长，所以 

 

 

 

联立式①，②，③，④，⑤得 

 

 

 

 

例 3-8 如图３-14 所示，长为 l 、质量为m 的匀质细杆竖直放置，其下端与一固定铰链O相连并绕其

无摩擦地转动，求当此杆受到微小扰动在重力作用下由静止开始绕O点转动到与竖直方向成 角时的角加

速度和角速度。 

解 当杆与铅直线成 角时，重力G 对铰链O的力矩大小为 sin
2

l
mg ，方向顺时针。由刚体定轴转

动定律得 

1
sin

2
mgl J   

代入刚体定轴转动的转动惯量     
2

3

1
mlJ   

得                
2

mg sin
3 sin2

m 2

3

l
g

l
l




    

由角加速度定义有          
l

g

t 2

sin3

d

d 
                                  （1） 

2 1T R T R J 

1 sin AT mg ma  ①

G


o

图 3-14 例 3-8 图 
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A Ba a R  ⑤

21
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1

2+3sin

5
T mg


＝

2

3+2sin

5
T mg


＝

2(1-sin )

5
A Ba a g


 

2 Bmg T ma  ②
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而                                
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d

d

d

d

d

d

d
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式（1）可变为                        dsin
2

3
d

l

g
  

对上式积分，并利用初始条件： 0t  时，
0 00  0 ＝ ， ＝ ，得 

  



00

dsin
2

3
d

l

g
 

积分后化简得                     
3 (1 cos )g

l





  

 例 3-9 转动着的飞轮的转动惯量为 J，在 t＝0 时角速度为   .此后飞轮经历制动过程，阻力矩 M 的大小

与角速度 ω 的平方成正比，比例系数为 k(k 为大于零的常数)，当        时，飞轮的角加速度是多少？

从开始制动到现在经历的时间是多少？ 

解 (1)           ，故由转动定律有  

 

    

 (2) 

 

t＝0 时，       ，两边积分 

 

 

故当         时，制动经历的时间为                

课堂训练：如图表示一种用实验方法测量转动惯量的装置。待测刚体装在转动架上，线的一

端绕在转动架的轮轴上，线与线轴垂直，轮轴的轴体半径为 r，线的另一端通过定滑轮悬挂

质量为 m的重物，已知转动架惯量为 J0 ，并测得 m自静止开始下落 h 高度的时间为 t ,

求待测物体的转动惯量 J，不计两轴承处的摩擦，不计滑轮和线的质量，线的长度不变. 
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解:                                   

分别以质点 m 和转动系统 J+J0 作为研究对象，受力分析如图. 

             
T1 0( )F r J J    

             
T2mg F ma   

             T1 T2F F  

              a r  

             
21

2
h at  

           

2
2

0( 1)
2

gt
J mr J

h
    

作业：1、2、7 


