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第3讲 曲线运动的描述 

教学要求： 

理解切线加速度、法向加速度，理解线量和角量的关系。 

通过课堂训练巩固所学知识。 

重点与难点： 

重点：切线加速度、法向加速度。 

难点：切线加速度、法向加速度。 

1.3  曲线运动的描述 

    对于质点作平面曲线运动,我们通常在自然坐标系中加以描述。圆周运动是曲线运动的

一个重要特例。本节首先讨论质点作圆周运动时，描述运动

的物理量在自然坐标系中的表示，然后再推广到一般的平面

曲线运动。 

1.3.1  自然坐标系 

如图 1-7，质点P 作圆周运动，在圆周上任取固定点
0P

作为原点，选定沿轨迹量取弧长，则质点的位置可用弧坐标

s 来确定。 

         )(tfs                     (1-24) 

上式称为质点运动方程的自然坐标表示。 

如图 1-7，在轨迹上任一点建立自然坐标系，一根坐标轴通过点 P 沿轨迹的切线方向并

指向质点前进的一侧，该方向单位矢量用 te

表示；另一坐标轴通过该点沿轨迹的法线方向

并指向曲线的凹侧，该方向单位矢量用 ne


表示。必须指出，随着P 点在轨迹上的移动， te 和

ne


的方向在不断的变化，这一点与直角坐标系不同。 

1.3.2  速度和加速度的自然坐标表示 

质点的速度沿轨迹的切向， 所以在自然坐标系中表示为 

te                                （1-25) 

其中                             
d

d

s

t
                                  (1-26) 

为速率。 

将式（1-25）代入加速度的定义式（1-17）得 

 

图 1-7 自然坐标系 
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dd d

d d d

t
t

e
a e

t t t

 
                            （1-27）  

上式中，第一项方向与 te

共线，称为切向加速度，用 ta


表示，即 

d

d
t t t ta e a e

t


                                （1-28） 

ta 为加速度a

的切向分量，反映质点速度大小变化的快慢。 

注意 ta 为一代数量，可正可负。 ta >0,表示 ta

的方向与 te 的方向相同; ta <0,表示 ta


的

方向与 te 的方向相反。 

下面研究式（1-27）中第二项
d

d

te

t
 。如图 1-8，质点由点 A 运动到点 B，所对应的圆

心角为d ，  d 't t te e e  。因为 OAet 


， OBe t '


，所以 te

、 te '


夹角为d 。当

d 0  时，有 d d dt te e    ，且d t te e ，所以d te 由点 A 指向圆心 O，有 

d dt ne e   

式（1-27）中第二项为 

  2

t
n n n n

dd d d

d d d d

Re s
e e e e

t t R t R t R

  
     

  

该项为矢量，称为法向加速度，其方向沿半

径指向圆心用 na


表示，即 

        

2

n n n na e a e
R


         （1-29） 

na 是加速度的法向分量，反映质点速度方向变化快慢。 

综上所述，质点做圆周运动时加速度的自然坐标表示是 

2d

d
t n t t n n t na a a a e a e e e

t R

 
          （1-30） 

加速度的大小 

        

22 2
2 2 d

d
t na a a

t R

   
      

   
       （1-31）  

图 1-9 加速度的方向 

    

         (a)                     (b) 

图 1-8  圆周运动中法向加速度表达式推导 

R
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方向可以用a

与 te


夹角（图 1-9）来表示 

t

n

a

a
tan  

注意 1 上述关于圆周运动的切向加速度、法向加速度和总加速度的表示式也适用于任

何二维的（即平面上的）曲线运动。这时
2

n na e



 、

22 2
2 2 d

d
t na a a

t

 



  
      

   

，式

中  是曲线上所涉及点处的曲率半径（即该点曲率圆的半径）。 

2 
d

dt


是质点运动的总加速度，包括了切向加速度和法向加速度，而

d

d
ta

t


 只表示切

向加速度分量，因此
d

dt


和

d

dt


不是同一个概念，且

d

dt


的模

d

dt


一般不等于

d

dt


。 

3 质点运动时，如果只有切向加速度，没有法向加速度，那么速度不改变方向只改变大

小，这就是变速直线运动。如果只有法向加速度，没有切向加速度，那么速度只改变方向不

改变大小，这就是匀速（率）曲线运动。一般情况下，质点运动时同时伴随着切向加速度和

法向加速度的变化。 

4 对圆周运动，如
d

0,
dt


 即切向加速度 0,ta  此时

2

n na a e
R


  ，就是大家在中学

已熟悉的匀速（率）圆周运动的情形。 

例 1-5 质点作半径为 R 的圆周运动，路程的表达式为
3ctbts  ，其中b 、 c 均为正常数。求质

点在 t 时刻的速率、切向加速度 ta 的大小、法向加速度 na


的大小和总加速度 a

的大小。 

解 质点在 t 时刻的速率      3 2d d
( ) 3

d d

s
bt ct b ct

t t
       

切向加速度       
d

6
d

ta ct
t


               法向加速度      

2 2 2( 3 )
n

b ct
a

R R

 
   

总加速度                  
2 4

2 2 2 2

2

( 3 )
36t n

b ct
a a a c t

R


     

课堂训练: 一质点沿半径为 R 的圆周运动，质点所经过的弧长与时间的关系为：

21

2
S bt ct  ,其中 b、c 是大于零的常量，求从 t=0 开始到达切向加速度与法向加速度大

小相等时所经历的时间. 
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解：
ds

v b ct
dt

     ,     
t

dv
a c

dt
  ,   

2 2( )
n

v b ct
a

R R


    ,   

    由题意:   
t na a ,    解得：

R b
t

c c
   

课堂训练: 以速度 v
0
 平抛一小球，不计空气阻力，求 t时刻小球的切向加速度量值 a

t
、

法向加速度量值 a
n
和轨道的曲率半径ρ. 

解：由图可知 sinta g 
y

g



                   

               
2

2 2 2

0

g t

g t


 2 2 2

0

gt
g

g t



 

           cosna g  xg



 0

2 2 2

0

g

g t







 

            

2 2 2 2 2 3/22

0

0

( )x y

n n

v v g tv

a a gv




 
    

1.3.3  圆周运动的角量描述 

质点作圆周运动时，常用角位置、角速度和角加速度等角量来描述。 

1 圆周运动的角量描述  

 如图 1-10，质点在Oxy 平面内做半径为 R 的圆周运动，

t 时刻质点在 A 处， tt  时刻质点在 B 处， 是 OA 与 x 轴

正向夹角，   是OB 与 x 轴正向夹角，称 为 t 时刻质

点的角坐标，角坐标 随时间的变化关系  

图 1-10 角位置与角位移 
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 t               （1-32） 

称为质点作圆周运动时的运动方程。 

 为 ttt  时间间隔内角坐标增量，称为在时间间隔 t 内的角位移。通常规定角

位移逆时针方向为正，顺时针方向为负。角坐标与角位移的单位是弧度（rad）。 

角坐标对时间的一阶导数，就是角速度，用表示 

                  
d

dt


                （1-33） 

角速度的单位是弧度／秒（rad/s）。 

角速度对时间的一阶导数或角坐标对时间的二阶导数，就是角加速度，用 表示 

                      
2

2

d d

d dt t

 
                         （1-34） 

角加速度的单位是弧度／秒
2
（rad/s

2
）。 

讨论 （1） 若角加速度 与角速度方向一致，即符号相同，则质点加速转动；若

角加速度 与角速度方向相反，即符号相反，则质点减速转动。 

（2） 若质点作匀速圆周运动，即不变，此时有  0 t  ＝ ＋  

若质点作匀变速圆周运动，即 不变，此时有 

0 t  ＝ ＋ 、
2

0 0

1

2
t t   ＝ ＋ 和 )(2 0

2

0

2    

上列各式中 00  、 分别表示初角位置、初角速度。 

2 线量与角量的关系   

我们把描述质点运动的物理量速度 、速率、加速度 a

、切向加速度 ta


和法向加速

度 na


等称为线量，把描述质点作圆周运动的物理量角位置 θ、角速度，角加速度等称

为角量。下面来研究两者之间的关系。                                                                                                                                                

（1）与的关系   

如图 1-11， t 时刻质点处于点 A， dt t 时刻

质点处于点 B ，当 d 0t  时，位移的大小

d d dr s R    
 

图 1-11 推导线量与角量之间的关系 

R
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有           
d d

d d

r
R

t t


     

即           R                    （1-35） 

式（1-35）即为线速度与角速度的关系。 

（2）
ta 与 的关系   

将式（1-35）两边对 t 求导数，有 

d d

d d
R

t t

 
  

即  

                                   ta R                   （1-36） 

式（1-36）即为切向加速度与角加速度的关系。 

（3） na 与的关系  

将 R  代入法向加速度公式
2

na
R


 可得法向加速度与角速度的关系 

                           
2

na R                          （1-37） 

注意式（1-32）、式（1-33）、式（1-34）、式（1-35）和式（1-36）中的 θ、、 、

和
t

a 均为代数量，其正负均相对于质点绕行正方向（通常取为逆时针方向）而言，为正表

示与绕行正方向一致，为负表示与绕行正方向相反。 

课堂训练: 对于作曲线运动的物体，以下几种说法中哪一种是正确的： 

（A）切向加速度必不为零； 

     （B）法向加速度必不为零（拐点处除外）； 

     （C）由于速度沿切线方向，法向分速度必为零，因此法向加速度必为零； 

     （D）若物体作匀速率运动，其总加速度必为零； 

     （E）若物体的加速度     为恒矢量，它一定作匀变速率运动 . 

  解：（B） 

课堂训练: 质点作半径为 R的变速圆周运动的加速度大小为： 

         （A） 
d

dt

v
    （B） 

R

2v
  （C）

d

dt


2v v

R
  （D）

2 2d
( ) ( )

dt


2v v

R
 

   解：（D） 
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例 1-6  质点沿半径为 1 mR  的圆周运动，用角坐标表示其运动方程为
31

(3 ) rad
3

t   ，求（1）

1 st  时，质点的切向加速度和法向加速度的大小；（2）当切向加速度的大小恰好等于总加速度大小的一

半时， 的值等于多少？ 

解 （1）质点在 t 时刻的角速度和角加速度分别为 

2d

d
t

t


          

d
2

d
t

t


    

1 st  时，切向加速度、法向加速度的大小分别为 

22 2 m sta R Rt         
2 4 21 m sna R Rt    

（2）总加速度为 

2 2 2 2 2 6= ( ) ( )  = 4t na a a R R t t      

据题意有 

1

2
ta a      即      

61
2 = 4

2
t t t  

解得 

3 32 3 st   

代入运动方程可得 

1
3 2 3 =4.15 (rad)

3
     

作业：17 


