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         第 7 讲   功  功率  动能定理  保守力的功 

教学要求 

理解质点的功、动能、势能，掌握动能定理。 

重点与难点 

重点：动能定理。 

难点：保守力。 

2.4 功  动能  势能  机械能守恒定律 

本节讨论力对空间累积的效应，进而讨论功和能的关系。 

2.4.1 功 功率 

1.功 

（1）恒力的功 

 

在力学中，功的最基本定义是恒力的功。        图 2-14  恒力的功 

如图 2-14，一物体作直线运动，在恒力F 作用下物体发生位移 r ， F 与 r 的夹角为 ，

则恒力F 所做的功定义为：力在质点位移方向的分量与位移大小的乘积。（功是标量，过程

量）若用 W表示功，则有 

                                            （2-29） 

按矢量标积的定义，上式可写为 

W F r                  （2-30） 

即恒力的功等于力与质点位移的标积。 

功是标量，没有方向，但有正负。当 00 90  时，cos 0  ，力对物体做正功；当

090  时，cos 0  ，力对物体不做功；当 0 090 180  时，cos 0  ，力对物体做

负功，或者说物体克服外力做功。 

(2)变力的功 

 如果物体受到变力作用或作曲线运动，那么上面所讨论的功的计算公式就不能直接套

cosW F r  
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用。如果将运动的轨迹曲线分割成许许多多足够小的元位移dr ，使得每段元位移dr 中，作

用在质点上的力F

都能看成恒力，如图 2-15，则力F


在这段元位移上所做的元功为 

                d dW F r                  

质点从 a 运动到 b，力F

所做的总功为 

d d cos d
b b b

a a a
W W F r F r F ds          （2-31） 

式中ds dr ， F 是力F

在元位移dr 方向上的投影。 

式（2-31）就是计算变力做功的一般方法。 

说明 1） 如果把式d dW F r  写成d ( d cos )W F r  ， 

那么功也可以说成：力对质点所做的功为元位移在力方向的分 

量和力的大小的乘积，这一叙述与上面的定义是等价的。从功 

的两种表述可以看出，功是力对空间位移的累积效应。 

2)功和质点经历的路径有关，即功是过程量。 

3)功的图示  如用纵坐标表示作用在质点上的力在位移方

向的分量 cosF ，横坐标表示质点沿曲线运动的路程 s

（ d dr s ），作出 cosF 随路程变化的函数关系，曲线下阴

影部分的面积等于力所做的功（图 2-16）。 

4)功在直角坐标系中的计算  

x y zF F i F j F k   ，d d d dr xi yj zk    

元功可写成 

         d d d dx y zW F x F y F z                          

则   

d ( d d d )
b

x y z
a

W W F x F y F z                    （2-32） 

如质点作直线运动从 a 运动到 b，则 

d ( )d
b b

a a
W F r F x x                  （2-33） 

5）功的计算步骤：确定求哪个力的功，并写出该力随位置变化的关系式；选定积分变

量，写出元功dW 的表达式；确定积分限进行积分。 

 

图 2-16 功的图示 

 

图 2-15  变力的功 
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例 2-8 如图 2-17(a)所示，质量为m 的小

球系于长为 l 的细绳末端，细绳的另一端固定在

点O。现将小球在水平拉力 F 的作用下，缓慢

地从竖直位置移到细绳与竖直方向成 角的位

置。求水平拉力 F 所作的功（不考虑空气阻力）。 

解 由于小球是缓慢移动的，所以在任意位

置处小球所受的重力mg 、细绳的张力
TF 和拉

力 F 三个力始终平衡，即 

0TF F mg    

写成分量形式有 

sinTF F   

cosTF mg   

则     tanF mg   

可见，水平拉力 F 的大小随偏角 的增大而增大，不恒定。如图 2-17(b)，设小球在偏离竖直方向 角

的位置上作微小位移dl ，则拉力 F 做的元功 

d d cos d cos dW F l F s F l       

式中ds 是位移dl 所对应的弧长。由竖直位置到偏角为 的过程中，拉力 F 做的功 

0 0 0
d cos d tan cos d sin d (1 cos )W W F l mgl mgl mgl

  

                 

例 2-9 质点所受外力                        ，求质点由点(0,0)运动到点(2,4)的过程中力   所做

的功：(1)先沿 x轴由点(0,0)运动到点(2,0)，再平行 y轴由点(2,0)运动到点(2,4)；(2)沿连接(0,0)，(2,4)

两点的直线；(3)沿抛物线        由点(0,0)到点(2,4)(单位为国际单位制). 

    解 (1)由点(0,0)沿 x 轴到(2,0)，此时 y＝0， dy＝0，所以 

     

平行 y 轴由点(2,0)运动到点(2,4)此时 x＝2， dx＝0，所以 

 

 

 

(2)因为由原点到点(2,4)的直线方程为 y＝2x，所以 

 

         (a)                         (b) 

图 2-17  例 2-8 图 
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(3)因为      ，所以 

课堂训练：弹簧一端固定，另一端 与质点相连.弹簧劲度系数为 k 求质点由 x
0 
运动至 x

1 
时

弹簧弹性力所做的功. Ox 坐标系原点位于弹簧自由伸展时质点所在位置. 

                                             

解  弹性力   xF k x   

             
1

0

2 2

0 1

1 1
( )d

2 2

x

x
W kx x kx kx    ） 

             x0 x1 为任意起始位置，与路径无关.    

2 功率 

在实际问题中，除了要知道一个力做功的大小，还要知道力做功的快慢。定义单位时间

内力所作的功叫做功率，用 P 表示。 

（1）平均功率 

设 t 时间内完成功 W ，则这段时间的平均功率为 

                                            （2-34） 

（2）瞬时功率 

当 0t  时，则某一时刻的瞬时功率为 

                                             （2-35） 

即功率等于力与速度的标积，或功率等于力的切向分量与速度大小的乘积。 

3 保守力的功 

下面通过分析计算重力、万有引力、弹簧弹性力做功的

特点，引入保守力的概念。 

（1） 重力的功   

我们这里讨论的重力是指地面附近几百米高度范围
 

图 2-18 重力做功 
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内的重力，就是说这里所指的重力可视为恒力。如图 2-18所示，质点m 在重力场中由点 a

沿任意路径运动到点 b，a 、b 两点的位矢分别是 ar 、 br ，在这一过程中，重力做的功 

d
b

a

r

r
W G r   

由于G

是恒力，所以 d ( )

b

a

r

b a
r

W G r G r r      

考虑到在直角坐标系中：G mgj   

 

( ) ( )

( ) ( )

b a b b b a a a

b a b a b a

r r x i y j z k x i y j z k

x x i y y j z z k

      

     
 

所以 

 

( )

[( ) ( ) ]

( )

b a

b a b a b a

b a

W G r r

mgj x x i y y j z z k

mg y y

  

       

  

   （2-36） 

可见重力做功的特点是重力功只与物体运动路径始、末位置有关，而与经过的路径无关。 

（2） 万有引力的功   

如图 2-17所示，设质量为m 的质点，在另一质量为M

的质点的引力场中，沿任意路径从点a 运动到点b 。如取M

的位置为坐标原点， ba、 两点距M 的距离分别为 ba rr 、 ，

m 在某时刻的位矢为 r

，则m 受M 的万有引力 

2 r

GMm
F e

r
   

式中 re

是位矢 r


的单位矢量。当m 沿路径移动元位移dr

时，万有引力的元功 

2
d d dr

GMm
W F r e r

r
      

由图可见 d d cos d cos dr re r e r r r     ，dr 是质点m 径向距离的增量。于是上式

为 

2
d d

GMm
W r

r
   

质点在沿任一路径从点a 运动到点b 的过程中，万有引力做的功 

 

图 2-17 万有引力的功 

re
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2

1 1
d d ( )

b

a

b r

a r
a b

GMm
W F r r GMm

r r r
          （2-37） 

可见万有引力功的特点是万有引力做的功只与物体路径始、末的位置有关，而与其经过的

路径无关。 

 （3） 弹簧弹性力的功   

如图 2-18，将原长为 l 、劲度系数

为 k 的弹簧与质量为m 的质点连接

（这样的系统称为弹簧振子）并放在

光滑的水平面上，弹簧的一端固定。

以弹簧自然伸长时的自由端即系统的平衡位置（物体处于此位置时，受力为零）为坐标原点，

建立如图所示的一维坐标系。则当质点处于任一位置 x 时，所受的弹性力 

kxF                      

式中 k 为弹簧的劲度系数，负号表示弹性力的方向与质点位移的方向相反。质点从 ax 运动

到 bx ，弹性力做功 

2 21
d ( )d ( )

2

b b

a a

x x

b a
x x

W F x kx x k x x         （2-38） 

可见弹性力做功的特点是弹性力做的功只与路径始、末的位置有关，而与其经过的路径无

关。 

（4）保守力 

由以上分析计算可知,重力、万有引力、弹性力（还有静电力、分子力等）都有一个共

同的特点：它们对物体做的功与具体路径无关，只由物体始末位置决定。具有这种性质的力

称为保守力，如果物体运动的路径是一闭合回路，那么始末位置相同，保守力 F

做的功为

零，即                  d 0
l

F r                 （2-39） 

所以保守力可以等价地定义为沿任意闭合路径做功为零的力，否则就是非保守力。由此可知，

重力、万有引力、弹性力都是保守力，而摩擦力、流体阻力等则是非保守力。 

2.4.2 动能定理 

    现在讨论力对物体做功后，物体的运动状态将发生的变化。 

 

图 2-18 弹力做功 
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设质点m 在合力F

的作用下，自点 a沿曲线运动到点 b，在两点的速率分别为

0 和（如

图 2-19）。在任意 c 点发生位移dr ，合力F

对质点m 所做的元功 

d ( cos ) dW F r  

由牛顿第二定律 

d
cos

d
tF ma m

t


    

dd
d d d d

d d

r
W m r m m

t t


      

对上式积分，则得到合力F

在这一过程中的功 

0

2
2 2

0
1

1 1
d

2 2
W F dr m m m




            （2-40） 

定义： 21

2
m 为物体的动能，用 kE 表示，即 

21

2
kE m                  （2-41） 

则有                         0k k kW E E E                （2-42） 

式（2-40）表明：合力对质点所做的功，等于质点动能的增量，这个结论称为质点的动能

定理。
0kE 和 kE 分别为质点的始、末动能。 

说明 1 W 是合力所做的功，也等于各力所做功的代数和。 

2 动量定理，将质点动量的变化与力的冲量建立了联系。冲量是力 F

的时间积分，体

现力对时间的累积作用。动能定理将质点动能的变化与力做的功建立了联系，而功则是力F


的空间积分，体现力对空间的累积作用。 

3 动能定理适用于惯性系，式中速度均应相对于同一惯性系。 

4 应用动能定理解题步骤：（1）明确研究对象；（2）分析物体在过程中受到的全部力做

功情况，并加以计算；（3）列出始、末状态动能的表达式；（4）运用动能定理列方程求解。 

例 2-10 一质量为 10kg 的物体沿 x 轴无摩擦地滑动，t＝0 时物体静止于原点，(1)若物体在力 F＝3

＋4t N 的作用下运动了 3s，它的速度增为多大？(2)物体在力 F＝3＋4x N 的作用下移动了 3m，它的速度

增为多大？ 

解：(1)由动量定理
0

t

Fdt mv ，得 

 

 

图 2-19 质点动能定理推导 

0
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(2)由动能定理
2

0

1

2

x

Fdx mv ，得 

 

 

课堂训练：如图,物块质量 m置于粗糙水平面上,用橡皮绳系于墙上,橡皮绳原长 a，拉伸时

相当于劲度系数为k的弹簧,现将物块向右拉伸至橡皮绳长为b后再由静止释放.求物块击墙

的速度.物块与水平面间的摩擦系数为. 

                                            

解：弹力只存在于 ba 过程，摩擦力始终存在，由动能定理有： ( v
0
= 0 )  

21
( )d

2

a

b
mv mgb k x a x      

21
( )

2
k b a mgb    

1

2
2 2

k
v b a gb

m


 
    

 
（ ）  

作业：1、2、17 

3

0 0

2 2(3 4 )
d d 2.3 /

10

x F x
x x m s

m


   v


